MEMORANDUM DE TEORIAS DE PRIMER ORDEN

LENGUAJES, SEMANTICA Y TEORIAS DE PRIMER ORDEN

Lenguaje, L, de primer orden
Simbolos légicos: variables, =, —, v, 3; Simbolos no l6gicos: simbolos, f, de funcién n-aria,
simbolos, p, de predicado n-ario (las constantes son simbolos de funcion 0-aria)
Términos: (a) variables; (b) fa,a, ... a, (a; términos)
Férmulas: (a) atomicas, paja, ... a, (a; terminos); (b) —A, VAB, 3x A (A, B formulas)
Simbolos derivados A — B: -A v B; AAB: -(A - —B); A<> B: (A —> B) A (B > A); Vx A: =3x —A
Variable(libre) ligada en formula A: (no) aparece en una parte de A de la forma3x B
b,[a] (A,[a]) es la expresion obtenida al substituir las estancias (libres) de x por el término a
Estructura, M, para L consta de
@) M| “universo de M” (No vacio. Sus elementos se llaman individuos de M);
(if) una funcion n-aria, f;, por cada simbolo de funcion, f, de L;
(i) un predicado n-ario, p,, por cada simbolo de predicado, p, de L
L(M) es L mas todos los nombres (constantes nuevas y distintas) de los individuos de M
Individuo, M(a), asociado a un término sin variables, a, de L(M)

(a) si a es un nombre, M(a) es el individuo cuyo nombre es a

(b) si a es fa a, ... a,, M(a) es fy; (M(a;), M(a,), ..., M(a,))
Valor de verdad, M(A), de una férmula cerrada (sin variables libres), A, de L(M)

(a) si A es atomica, pa,a, ... a,, M(A) es py (M(a;), M(a,), ..., M(a,))

(b) si A es =B, M(A) es V siy sé6lo si M(B) es F

siAes BvC, B»C, BACy B«C, M(A) se lee en la siguiente tabla

M(B) M(C) M(B v C) M(B — C) M(B A C) M(B < C)
Y, Y, Y, Vv Y, Vv
Vv F Vv F F F
F Vv Vv Vv F F
F F F Vv F Vv

si A es Ix B, M(A) es V siy sblo si M(B,[i]) es V para algin nombre, i, de L(M) y
si A es Vx B, M(Vx B) =V siy so6lo si M(B,[i]) es V para todo nombre, i, de L(M)
Una M-instancia de A es una férmula cerrada, de L(M), de la forma A X1, X9, Xn[il, in, ..., iy] cOn ij
nombres de L(M). Las M-instancias de una férmula cerrada coinciden con la propia férmula
A es véalida en M si y sélo si para toda M-instancia, A', de A, M(A") =V
A, de L, es vélida (l6gicamente) si es valida en toda estructura M para L
A, de L, es consecuencia logica del conjunto de formulas T si es vdlida en toda estructura M para
L en la cual todas las férmulas de I" sean validas
Axiomas légicos:

—A v A (proposicional) A [a] - 3Ix A (substitucion) X =X (identidad)
X{ Y1 X TYo > e > X =Y, 2 XX o Xy = fyYs Y, y también
Xy =Y > X = Yo = wee = Xy = Y = PXgXp o Xy = PY1Yo - Y (igualdad)
Reglas logicas: __ A AvA Av(BvC) AvB, -AvC
BvA A (AvB)vC BvC
expansion contraccion asociativa corte
A —> B, xnolibreenB
IxXA—->B introduccion del 7

Unateoria de primer orden T es un sistema formal T tal que
() ellenguaje de T, L(T), es un lenguaje de primer orden
(i) los axiomas de T son los axiomas logicos y, posiblemente, algunas otras férmulas (axiomas no
I6gicos) (iii) las reglas de T son las reglas légicas
Teorema de una teoria de primer orden T (T |—Aselee"Aesunteoremade T")
(a) los axiomas de T son teoremas de T
(b) si las hipotesis de una regla son teoremas de T, la conclusion es teorema de T
(c) solo son teoremas de T las formulas que verifican (a) o (b)
Prueba o demostracion en T: sucesion finita de formulas que o bien son axiomas o bien son
conclusiones de reglas cuyas hipétesis son formulas anteriores de la prueba
T |— A siy solo si A es la Ultima férmula de una prueba
Modelo para T es una estructura para L(T) en la que son validos los axiomas no légicos de T
A esvélidaen T siy solo si es valida en todos los modelos de T. Se escribe T |= A



Teorema de validez: Si T |— A, entonces T |= A. Teorema de completud: T |—A, siysoélosi T |= A.
Contraejemplo, o contramodelo, de T |— A es un modelo de T en el que A no es valida.

EL TEOREMA DE TAUTOLOGIA

A, de L(T), es elemental si es atébmica o de la forma 3x B

Una valoracion para T es una aplicacion, v, que a toda férmula A de L(T) hace corresponder un valor
V(A) que es V 0 F segun la siguiente definicion:

(a) para cada formula elemental, A, v(A) se fija arbitrariamente

(b) siAes —B,v(A)esVsiysolosiv(B)esF;siAesB v C,v(A)es Fsiysolosiv(B)=v(C)=F
Formalmente, las tablas obtenidas para v, —, A y <> son las mismas que las de M(A) para una
estructura M, pero una valoracién no es una estructura

B es consecuencia tautoldgica de A, A,, ..., A, si v(B) = V para toda valoracion v tal que v(A;) =

... = V(A,) = V. A es una tautologia si v(A) = V para toda valoracion v, es decir, si es consecuencia
tautologica del conjunto vacio de formulas. Se prueba que B es consecuencia tautologica de A;, A,,
oy Ay Siy solo si A;— A, —»...— A, — B es una tautologia
Teorema de tautologia: (dos formas equivalentes)

(1@ forma) Si B es consecuencia tautoldgica de teoremas de T, entonces B es teoremade T

(22 forma) Si B es tautologia, entonces B es teorema de cualquier T

Nueva definicidn, equivalente a las anteriores, de teorema (en todos los casos, “de una teoria T")

() todo axioma de substitucion, identidad, igualdad o no l6gico es un teorema

(i) si B es consecuencia tautologica de A, A,, ..., Ay Y Aq, Ay, ..., A, SOn teoremas, B es teorema

(iii) si A es un teorema y B se puede deducir de A por la regla de introduccion del 3, B es un teorema

CONSECUENCIAS DEL TEOREMA DE TAUTOLOGIA

A’ es una instancia de A si se obtiene substituyendo algunas variables libres de A por términos.
Reglas derivadas.

A — B, xno libre en A A A A—>B A—>B
A — VxB VX A A, instancia de A VXA—VXB IxA—3IxB
introduccién del vV generalizacion substitucion distribucién

Teorema de substitucion: T }—Aqe..xwl@dy ... 5] > I XTI X ... I XA y también
A'es el cierre de A si tiene la forma VX,V X, ... V x, A donde Xy, X5, ..., X, Son las variables libres de
A en orden alfabético.
Teorema del cierre: SiA'eselcierrede A, T|—Asiysolosi T [—A'
Corolario: A es valida en una estructura M si y sélo si A' es valida en M.
Teorema de deduccion: Si A, A,, ..., A, son cerradas,
T[A, Ay, .., AJl =B siysblosi T|—A; > A, > .. A, > B.
Teorema sobre constantes: Si T' se obtiene de T por adicién de constantes, y no axiomas, nuevos
Tl—A siysolosi T |—Aue.nl[€], €, ..., €] €; nuevas
A’ es una variante de A si se obtiene por una sucesidn de substituciones de una parte de A de la
forma Ix B por 3y B,[y], y no libre en B
Teorema de la variante: Si A’ es una variante de A, T | — AcA'
A esta en forma prenex si es de la forma Qx,Qx, ... Qx,B, donde las Q son cuantificadores y B, en
cambio. no contiene cuantificadores. Son operaciones prenex las que consisten en reemplazar una
parte de una formula, A, de alguna de las formas siguientes:
a) Ix B por 3y B,[y] ("variante” de 3x B),y no libre en B e) QxB—C por Q'x (B -C), six no libreen C

b) —Qx B por Q'x —B f) B - QxC por Qx (B —C), si x no libre en B
c) Qx B v C por Qx (B v C), si x no libre en C g) QxB A C por Qx (B A C), six no libre en C
d) Bv Qx C por Qx (B v C), six no libre en B h) B A Qx C por Qx(B A C), si x no libre en B

(QesvVsiQesdyQ'esdsiQesV).
Si A’ se obtiene de A por operaciones prenex, entonces T |— A«<>A'y, dada A, siempre se puede
obtener una A’ como la anterior y que esta en forma prenex.

Demostracién por reduccion al absurdo. Definicion: T es inconsistente si T |— A, para toda A o,
equivalentemente, T | — B y T | — —B para cierta B. Corolario del teorema de reduccién para
consistencia: si A’ es el cierrede A, T|—A <« T[— A'] es inconsistente.



